Begriffsbildung mit Technologie:
Grenzwert und Irrationale Zahlen
HELMUT HEUGL

Der Grenzwert von Folgen und Reihen und der Grenzwert reeller Funktionen bilden die Grundlage fiir
die Analysis und sind damit auch Voraussetzung fiir die Bewéltigung von Grundkompetenzaufgaben der
neuen Reifeprifung.

Bei der Erweiterung von Zahlenbereichen ist es wichtig, zu Gberlegen, wie sich die neuen Objekte aus der
bisher bekannten Zahlenmenge entwickeln lassen. Der doch schwierige Schritt zu irrationalen Zahlen
kann durch Technologienutzung unterstitzt werden.

Durch den Einsatz von Technologie kann ein grundlegendes Verstandnis schon in einer experimentellen
Lernphase erreicht werden und auch eine Exkatifizierung wird durch die Ubernahme komplexer Operati-
onen unterstutzt.

1. Ein Blick in den Lehrplan und zu den Grundkompetenzen der Reifeprufung

Im August 2016 wurde ein neuer Lehrplan (BMB, 2016) veroffentlicht. Er versteht sich als Neuausrichtung des
Lehrplans 2004 im Hinblick auf Semestrierung und Kompetenzorientierung. In den Handreichungen findet man auch
einen erweiterten Grundkompetenzkatalog, der auch jene Grundkompetenzen enthalt, die fiir die standardisierte
schriftliche Reifepriifung relevant sind.

Ein paar Ausschnitte, die flr dieses Thema relevant sind:

Der Lehrplan:
6. Klasse: 3. Semester — Kompetenzmodul 3

Folgen
— Zahlenfolgen als auf N bzw. N” definierte reelle Funktionen kennen (inshesondere arithmetische Folgen als
lineare Funktionen und geometrische Folgen als Exponentialfunktionen); sie durch explizite und rekursive
Bildungsgesetze darstellen und in aufermathematischen Bereichen anwenden kdnnen

— Eigenschaften von Folgen kennen und untersuchen kénnen (Monotonie, Beschranktheit, Grenzwert)

6. Klasse: 4. Semester — Kompetenzmodul 4
Reihen
— Summen endlicher arithmetischer und geometrischer Reihen berechnen kdnnen
— Summen unendlicher Reihen definieren und fur konvergente geometrische Reihen berechnen kénnen

7. Klasse: 5. Semester — Kompetenzmodul 5 und 6

Grundlagen der Differentialrechnung
- Den Differenzenquotienten (die mittlere Anderungsrate) und den Differentialquotienten (die lokale bzw.
momentane Anderungsrate) definieren konnen
— Den Differenzen- und Differentialquotienten als Sekanten- bzw. Tangentensteigung sowie in auBermathe-
matischen Bereichen deuten kdnnen
Erweiterungen und Exaktifizierungen der Differentialrechnung
— Den Begriff Stetigkeit kennen und erlautern kénnen
— Den Begriff Differenzierbarkeit sowie den Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit ken-
nen

Kommentar:

Der Begriff ,,Grenzwert* kommt zwar im Lehrplan an verschiedenen Stellen vor, welche Art von Grenzwertdefiniti-
on das Ziel des Lernprozesses ist, wird nicht ndher erlautert. Beim Kapitel ,,Folgen“ findet man als Kommentar:
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., Den Grenzwertbegriff intuitiv erfassen und allenfalls definieren kénnen . Beim Kapitel ,,Reihen* heif3t es. ,, Den
Begriff der Summe einer unendlichen Reihe definieren kdnnen.

Noch weniger deutlich werden die Kompetenzen in der Analysis beschrieben. Der Kommentar lautet: ,, Den Zusam-
menhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) — Differentialquotient (lokale bzw. momentane Anderungsra-
te) auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes kennen und kontextbezogen (verbal sowie in formaler
Schreibweise) anwenden konnen.* Was mit einem ,,intuitiven Grenzwertbegriff gemeint ist, wird nicht n&her erldu-
tert. Der Unterschied zwischen dem Grenzwert von Folgen und dem Grenzwert reeller Funktionen, den man ja in
der Analysis braucht, wird nicht erwahnt. Welche Exaktheit Ziel des Lernprozesses ist, muss von den Lehrenden
entschieden werden.

Der Grundkompetenzkatalog der Reifeprifung:

Folgen und Reihen kommen in diesem Grundkompetenzkatalog nicht vor. Damit wird auch darauf verzichtet,
Grundbegriffe der Analysis durch einen Grenzwertbegriff vorzubereiten. In der Analysis wird allerdings dann sehr
wohl auf die Notwendigkeit eines ,,intuitiven* Grenzwertbegriffs hingewiesen:

Den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) — Differentialquotient (,, mo-
AN-R 1.2 mentane* Anderungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes kennen und
damit (verbal sowie in formaler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kénnen

Ahnliche Formulierungen findet man im Grandkompetenzkatalog der berufsbildenden héheren Schulen (BHS):

4.1 Grenzwert und Stetigkeit von Funktionen auf der Basis eines intuitiven Begriffsverstandnisses
argumentieren.

Die Rolle der Technologie

Gerade da kann die Technologie eine grof3e Hilfe sein, weil in einer experimentellen Lernphase durch Visualisierung
und durch das Nutzen von Tabellen ein intuitiver Grenzwertbegriff erworben werden kann. Durch die Ubernahme
komplexer Grenzwertberechnungen durch das Werkzeug kann auch in einer exaktifizierenden Phase die Existenz
von Grenzwerten gezeigt werden.

2. Entwicklung des Grenzwertbegriffs

|1 okl dos G beariff | Die Entwicklung des Grenzwertbegriffs
LA\ dEntwioxiuRglaeSIoTenzwWerte giiis beginnt schon in der Sekundarstufe 1. Be-
|Differentialquotient| |bestimmtes Integral‘ reits in der 1 un_d 2. Klas_se (5_' Und 6
Schulstufe) wird dieser Begriff bei Reflexi-
_ onen Uber den Inhaltsbegriff und beim Ar-
x| |Grenzwert Grenzwert beiten mit periodischen Dezimalzahlen vor-
@|  |reeller Funktionen von Summen breitet.
In der 4. Klasse kann bei den irrationalen
Grenzwert von Folgen Zahlen das technologische Werkzeug eine
I Hilfe beim Erarbeiten eines intuitiven
:"be”ebig néherr‘l": Grenzwertbegriffs sein.
Der eigentliche Begriffsbildungsprozess
_ findet dann in der Sekundarstufe 2 statt.
sanschleichen®
Abb. 1
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Aufgabe 2.1: Ermittlung von Fl&cheninhalten unregelméafiger Figuren

Hier nutzt man die fundamentale Idee des Messens, ndmlich zu schauen, wie oft die Einheit in der zu messenden
GroRe enthalten ist (Abb. 3). Verschiedene Schiilergruppen werden verschiedene Naherungswerte erhalten. Uber die
Verfeinerung sollte reflektiert werden, als Hausibung ist Abb. 4 nicht empfehlenswert.

wAnschleichen” in 1. Klasse

1. Klasse: Ermittiung von Inhalten unregelméhiger Fldchen
ME 1 km

Abb. 2

3. Grenzwert von Zahlenfolgen

Abb. 3

Abb. 4

Nutzt man technologische Werkzeuge, so ergeben sich im Lernprozess hdufig zwei Phasen:

— die experimentelle Phase, die zu Vermutungen fiihrt, und

— die exaktifizierende Phase, in der man die Vermutungen absichert

3.1Die experimentelle Phase

Als Werkzeuge verwendet man entweder ein Tabellen- oder ein Graphikwerkzeug.

Ziele:

® Vermutungen beziiglich der Eigenschaften der Folgen (Monotonie, Schranken, Konvergenz)

® Intuitiver Grenzwertbegriff durch Experimentieren mit dem Tabellenwerkzeug und dem Graphikwerkzeug

Aufgabe 3.1: Gegeben ist die Folge a =2 —iz
n

Entwickle 3 Wertetabellen. Runde in der ersten auf 2 Dezimalstellen, dann auf 3 und schliefflich auf 5 Dezimalstel-

len.

—  Gib eine untere Schranke an.

—  Welche Vermutung beziiglich Monotonie hast du?
—  Welcher Zahl kommen die Glieder der Folge flr groRe n beliebig nahe?

Runden auf
5 Dezimalstellen

A

1
180
181
182
18

5552582888498

Runden auf Runden auf
2 Dezimalstellen 3 Dezimalstellen
A B A e -
1 1 1 a 2’. 1.999 me
t — 8| 1999 100
2 2< X 20 2 1,969/ 181
3 3 1.89 0 0 1000 e
4 4‘ 1.94 n 3 1.999| 1.
5 5 1.96 2 2 1.969/ 188
6 6l 3 3 1588]
AP eliebig ndhern
8 8| 1.98] » 1000 4
9 9_ 1.99 7 1,968

189
190
191
192
193
194
195
108
197
198
199

1.00007
1.99997
1.99997
190007
100007
1.99997
1.80007
1.99997
1.99997
1.90907
100007
1.00007
1.99007
1.90007
1.99997
1.99997
1.90007
1.00007
1.80007
1.99997
1.90007

1.99998
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Abb. 5

Ein Verstandnis flr den im Lehrplan angespro-
chenen ,,intuitiven® Grenzwert wird durch sol-
che Aufgaben unterstiitzt. Die grofer werdende
Genauigkeit starkt die Vermutung, dass sich die
Folge dem Wert 2 ,.beliebig* néhert.



Aufgabe 3.2: Gegeben ist die Folge a, =2 —iz
n

Zeichne den Graphen der Zahlenfolge im Intervall [0, 30] und finde eine Vermutung fur den Grenzwert.

Abb. 6

35

25]

Graphikwerkzeug

3.2 Die exaktifizierende Phase
Ziele:
B Beweisen von Monotonie und Schranken. Das Operieren (ibernimmt das CAS Werkzeug.
= Entwickeln einer exakteren Grenzwertdefinition. Nutzung von fertigen Applets zur Begriffsentwicklung.
B Konvergenzbeweise mit der exakten Grenzwertdefinition. Das Operieren tibernimmt das CAS Werkzeug.

-1+2n
+n

Aufgabe 3.3: Gegeben ist die Folge ul(n) =

Untersuche die Folge beziiglich Monotonie und Schranken.

Die Untersuchung beginnt wieder mit einer experimentellen Phase, um zu Vermutungen zu kommen. Genutzt wer-
den der Graph und die Wertetabelle.

n i1(n):= Y1 Behauptung:
“1+2*n)/(1+n)|| — O ist untere und 2 ist obere Schranke

0.5l —  ul(n) ist streng monoton steigend
1.
1.25
1.4
1.5
1.57143
1.625
1.66667
1.7

1.72727
[ — ] |
1.

= Rl S B A

=

Abb. 7

48



Beweise:

Das Operieren, das hei3t das Losen der Ungleichungen wird auf das Werkzeug ausgelagert. Die Tatigkeit verschiebt
sich vom Ausfiihren zum Planen.

Schranken: Monotonie:
1
uf(n):= 1+2-n Done solve(m‘(n)<rd(n+1],n]|n20 n=0
1+n Abb. 9
142 1 Die Behauptungen sind richtig fiir alle ne N*
solve 20,n ||[nz0 nz— ) ) ) )
1+n 2 Kommentar: Die Lernenden arbeiten nicht mit den
komplexen Termen, sondern mit den Funktionsna-
-142-n n=0
solve =2.n|n=0 men.
1+n
Abb. 8

Die Behauptungen sind richtig fur alle ne N

Aufgabe 3.4: Gegeben ist die Folge u3(n) =

25-2n
Untersuche die Folge bezuglich Monotonie und Schranken.

Zuerst werden wieder der Graph und die Tabelle untersucht:
uln) n  u3(n):= i
1/(25-2*n
7./0.090909
8./0.111111
1 o . 9./0.142857

e 10. 0.2
S T . 11.|0.333333

Eine mdgliche Vermutung bei Untersuchung
des Graphen kénnte sein:
— Die Folge ist streng monoton steigend
— -listuntere und +1 ist obere Schranke

Abb. 10
Beweis mit Hilfe von CAS:

solve (u3(n+ 1)>u3(n),n)

23 25 solve(u3(n)£1,n)|n20

Abb. 11

Die Behauptung ist nicht richtig flr n=12. Daher ist die
Folge nicht streng monoton steigend.

solve(rx3(n)2‘1,n)|n20

25
0=n=12 or n>—
2

=

25
0=n<— or n=13
2

&

Abb. 12

Die Behauptungen sind richtig fur alle ne '
Es kommt zu einer Schwerpunktverschiebung vom Operieren zum Interpretieren und Argumentieren.
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3.3 Entwickeln einer exakteren Grenzwertdefinition,
Beweise mit dieser Definition

Definition:

Eine Zahl a heiBt Grenzwert (Limes) der Folge (a,[neN"), wenn es zu jeder (noch so kleinen) positiven reellen

Zahl ¢ einen Index n, e N" gibt, so dass |a, —a| < ¢ firalle n>n,.
Das heil’t, in jeder noch so kleinen & - Umgebung liegen fast alle Glieder der Folge, auBerhalb nur endlich viele.

Die Begriffsentwicklung wird unterstiitzt durch Experimentieren mit einem fertigen Applet:

Aufgabe 3.5: Gegeben ist die Folge ul(n) =1+l
n

Nutze die fertigen Applets zum Experimentieren:

Veréndere mit Hilfe des eingebauten Schiebereglers die e-Umgebungen im Graphikfenster und suche zu verschiede-
nen e-Umgebungen den passenden Index n,, so dass entsprechend der Grenzwertdefinition gilt |a1n —a| <&

fir alle n>n,

Quelle: http://www.t3oesterreich.at/index.php?id=227

3 3
u(n) “(")
. “1(")=1+l ul(n):1+—
g+e] n . n
*e o6 :ak3 * e * e,
I St *esriseresss0sasssssns 1 ~ TV et evssseensrsessnns
2 g
ol e =354 g€ gte - €=.102 g€ gte
I—y—y—y—'—y—| 0.6461.35 I—'-y—y—y—y—| 0.8981.1
i IIIIIIII 1‘0 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII n 1 10 n
Abb. 13 Abb. 14

-1)"
Aufgabe 3.6: Gegeben ist die Folge u2(n) =( 2)
n

Zeichne den Graphen der Folge und beweise mit Hilfe der Grenzwertdefinition, dass es sich um Nullfolgen handelt.

uln)

| o & SOIVS(‘ H2(H)—0‘<8,n)|n21 H>F and n#=1 and >0
a2 &

M g 1 n>31.6228
B DA - 1 | n>|= |e=0.001
&

Abb. 16

Abb. 15 Die Losung der Ungleichung zeigt: Es gibt fur (noch so kleine) ¢ einen
' Index n,,.

Man konnte als Beispiel ng fur ein bestimmtes & suchen
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http://www.t3oesterreich.at/index.php?id=227

Aufgabe 3.7: Gegeben ist die Folge u2(n) = 1/(n +1)
Zeichne den Graphen der Folge. Kdnnte es einen Grenzwert geben? Wenn ja, beweise seine Existenz mit Hilfe der

Grenzwertdefinition.

uln)

Vermutung: 5 ist Grenzwert

lIZ(H)=m « v " o0t

solve(| u2(n)—5|<5,n) |n=1 and >0

n>82—10- e+24 and 1<n<24 and 0<e<5 or 1=n<24 and &5 or "

solve(| u2(n)-5/<0.1,n) 23.01<n<25.01

1 n

Abb. 17

Eine mogliche Vermutung konnte sein: 5
ist Grenzwert.

Abb. 18

Die Losung des CAS-Werkzeuges ist sehr schwer zu interpretieren,
aber um zu beweisen, dass die Behauptung nicht gilt, genligt es, ein
ganz bestimmtes € zu untersuchen. Es zeigt sich: Fir ¢ = 0.1 gibt es
einen solchen Index ny nicht.

Didaktischer Kommentar

Naturlich wére es winschenswert, in der exaktifizierenden Phase die auftretenden Ungleichungen auch ohne
Technologie algebraisch zu 16sen. Da aber das Kapitel ,,Folgen und ihre Grenzwerte* nicht in der Grundkompe-
tenzliste der Reifepriifung enthalten ist, und auch im Lehrplan nur von einem ,,intuitiven Grenzwert™ die Rede ist,
wird fiir dieses Kapitel (wenn tberhaupt) wenig Zeit verwendet werden. Die Ubernahme des Operierens durch
Technologie erlaubt wenigstens ein Reflektieren Uber Lésungen und tragt damit wesentlich zum Begriffsbil-

dungsprozess bei.

4. Differenzenquotient/ Differentialquotient

Fur die Begriffsentwicklung und als Grundlage der Differentialrechnung ist das Herstellen einer Beziehung zwischen
diesen beiden Begriffen ein wichtiger Schritt im Lernprozess. Das Lernziel ist im Katalog der Grundkompetenzen

der Reifeprtfung formuliert /siehe Kapitel 1):

Den Zusammenhang Differenzenquotient (mittlere Anderungsrate) — Differentialquotient (,, momentane An-
derungsrate) auf der Grundlage eines intuitiven Grenzwertbegriffes kennen und damit (verbal sowie in forma-
ler Schreibweise) auch kontextbezogen anwenden kdnnen

Auch hier ist von einem nicht ndher definierten ,,intuitiven* Grenzwertbegriff die Rede. Technologie unterstiitzt die
Entwicklung dieses ,,intuitiven* Grenzwertbegriffs in einer experimentellen Phase und erméglicht auch eine Exakti-
fizierung, da komplexe Operationen vom CAS-Werkzeug tbernommen werden kénnen.

4.1Die experimentelle Phase

Aufgabe 4.1: Experimentieren mit Sekantensteigung/Tangentensteigung
Quelle: http://www.t3oesterreich.at/index.php?id=227

Durch zwei Punkte A und B auf dem Graphen der Funktion f wird eine Sekante gelegt. Nutze den Schieberegler zur
experimentellen Untersuchung der folgenden Fragen:

®  Wie verandert sich die Steigung der Sekante, wenn der Punkt B gegen den Punkt A wandert?

B Was passiert, wenn der Punkt B den Punkt A erreicht?

= Was ist der Unterschied zwischen den beiden Applets?

Didaktischer Kommentar:

Es werden zwei scheinbar gleiche, aber didaktisch sehr verschiedene Applets eingesetzt:
o Das erste Applet wird verwendet, bevor man den Grenzwertbegriff entwickelt hat. Erreicht der Punkkt B den
Punkt A, ist das Ergebnis ,, nicht definiert “.
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e Beim zweiten Applet ist das Ergebnis der "beliebigen” N&herung der Grenzwert des Differenzenquotienten -
der Differentialquotient

Applet 1:
i % h =39 i y h =0.
0. 15, 0. 5.
1. ) 0
. 1+ Differenzenquotient: =— undefiniert
0

__r'(x ;+ .?3) —__r'{xa)

[ ]

—,..:Lrj+-fs)—f(:m} By

xa

xa+h

xaqixa+h

Abb. 19

Abb. 20

Wenn der Punkt B den Punkt A erreicht (h — 0), ist der Differenzenquotient nicht definiert

Applet 2:

) y h =0.

—/

=

Tla5rigenze

2.24 u

et =floxa)

L ]

: /A Xc;f.xr;--

Ziehe im Diagramm links
am Schieberegler.

Funktion:

£(x):=-0.2: (x-102+10

» Done

Differenzenguotient:

h*0 xar*43985

f(xa+h) —f (xa)
h

Differentialquotient:

o (f(xa+hh]—f(xa)]

» undef

hh 0" i

> 2.2406

Abb. 21

Abb. 22

Im Notesfenster kann man
die Entwicklung der Folge
der Differenzenquotienten
beobachten.

Beim Applet 2 wird auch
der  Differentialquotient
berechnet.

Wenn der Punkt B den Punkt A erreicht (h — 0), erscheint eine neue Gerade, die den Grenzwert des Diffe-

renzenquotienten als Steigung hat — die Tangente.
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4.2Die exaktifizierende Phase

“

Eine Kompetenzerwartung des Lehrplankapitels ,,Erweiterungen und Exaktifizierungen der Differentialrechnung
lautet:

— Den Begriff Differenzierbarkeit sowie den Zusammenhang zwischen Differenzierbarkeit und Stetigkeit ken-
nen

Didaktischer Kommentar:
Basierend auf einem so genannten “intuitiven Grenzwertbegriff ist es nicht leicht, dieses Lehrplanziel zu erfil-
len. Wenn berhaupt, sollte doch der Unterschied zwischen dem Grenzwert von Zahlenfolgen und dem Grenz-
wert reeller Funktionen angesprochen werden. Die ,,&, & - Definition ist bei den wenigen Mathematikstunden,
die wir in Osterreich haben, schwer zu vermitteln und auch nur dann sinnvoll, wenn Konvergenzuntersuchungen
basierend auf dieser Definition durchgefiihrt werden.

Man konnte aber mit Hilfe von Technologie, basierend auf dem Grenzwert von Zahlenfolgen mit der folgenden
Definition sehr wohl eine Grenzwertidee flir reelle Funktionen nutzen, um das Thema ,Stetig-
keit/Differenzierbarkeit* zu behandeln.

Definition: Grenzwert reeller Funktionen mit Hilfe von Nullfolgen
Sei f eine in einer Umgebung von Xxq (eventuell mit Ausnahme von X, selbst) definierte Funktion. Die Zahl g
heil3t Grenzwert von f an der Stelle X, (XILnxw (f(x))), wenn fir jede beliebige Nullfolge h gilt:

lim(f (x, +h)) = lim(f (x,~h)) = g
Definition: Stetigkeit reeller Funktionen mit Hilfe von Nullfolgen
Eine reelle Funktion f heif3t stetig an der Stelle x,, wenn
® f an der Stelle x, definiert ist,

® der Grenzwert von f an der Stelle x, existiert und
B dieser Grenzwert mit dem Funktionswert an der Stelle x, (ibereinstimmt

lim( f (x, +h)) = lim( (¢, ~h)) = f (%)

Wenn man die Grenzwertberechnungen auf das CAS-Werkzeug auslagert, kann man sowohl Untersuchungen zur
Stetigkeit als auch zur Differenzierbarkeit reeller Funktionen durchfiihren. Der erste Schritt ist aber eine experimen-
telle Untersuchung im Graphikfenster.

Aufgabe 4.2: Stetigkeit und Differenzierbarkeit
Gegeben ist die reelle Funktion g mit g(x) =|x*-4].
Untersuche die Funktion g an der Stelle x = -2 bezliglich Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Schritt 1: Experimentieren im Graphikfenster
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fI(x)= :(274|

d \ / \\\' ."'I

Abb. 23

Abb. 24

Zieht man den roten Kurvenpunkt (von rechts) gegen x = -2, so verschwindet die Tangente an der Stelle x = -2 (nicht
aber der Punkt) und die Meldung lautet ,,undefiniert. Bei weiterer Bewegung nach links erscheint die Tangente

wieder mit negativer Steigung.

Schritt 2: Grenzwertberechnungen mit Hilfe von CAS

s pane
lim (g(-2+4))|7=20 0
h=0
lim (g(-2+4))jr<0 0
h-0
£(2) 0
Abb. 25
, g(‘2+h}—g{‘2} undef
lim
h-0 h
lim M |h=0 2
b0 h
i (£021)=(2) Ih<0 4
h=0 h
Abb. 26
d Ferti
s1(x):=—(s()) e
dx
gl[x) 2 x sign(,r2—4)
g1(-2) +4
Abb. 27

Das CAS-Werkzeug ermdglicht die Berechnung des links-
und rechtsseitigen Grenzwerts.

Die Grenzwerte stimmen mit dem Funktionswert iberein.

Folgerung: Die Funktion g ist stetig an der Stelle x = -2

Ermittelt man den Grenzwert des Differenzenquotienten fiir
beliebige Nullfolgen h, so ist das Ergebnis: ,,undefiniert an
der Stelle -2«

Berechnet man allerdings nur den rechtsseitigen Grenzwert,
so erh&lt man den Wert +4, bei Berechnung des linksseitigen
Grenzwerts erhélt man den Wert -4.

Folgerung: Der Grenzwert des Differenzenquotienten exis-
tiert nicht, daher ist die Funktion g an der Stelle x = -2 nicht
differenzierbar.

Man konnte den Differentialquotienten mit dem CAS-
Werkzeug als Black Box auch direkt berechnen und erhélt
dasselbe Ergebnis.
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5. Rekursive Verfahren zur Approximation reeller Zahlen

Die Zahlenbereiche N, Z, @, [® finden sich natirlich in allen Lehrplénen. Aber es gentgt nicht, in

diesen Zahlenmengen zu operieren. Wichtig wére, die Erweiterung der Zahlenbereiche bewusst
zu machen, also zu erleben, warum und wie eine neue Zahlenmenge entsteht.

Eine gute Deutung der irrationalen Zahlen, die auch die Idee der Erweiterung von @ nach R mit

einbezieht, ist folgende:
Der Schritt zur irrationalen Zahl besteht darin, dass man die Mdéglichkeit, sich dieser Zahl

beliebig zu néhern, zur Zahl erklart.
Roland Fischer

Technologie bietet fur die Schilerinnen und Schiler durch Nutzen rekursiver Verfahren interessante Mdglichkeiten,
die Idee dieser Definition auch zu erleben.

In diesem Vortrag sollen zwei rekursive Verfahren zur Approximation von 5/a= bezlglich ihrer Konvergenz unter-
sucht werden. Die Quelle ist ein ,,Mathe Brief (Nr. 33)* der Osterreichischen Mathematischen Gesellschaft (OEMG),
der Autor ist Prof. Fritz Schweiger. Es wird die Konvergenz der folgenden Verfahren , klassisch* untersucht (Mono-

tonie, Beschranktheit) (Schweiger, F., 2013):
: 1
. aklj Verfahren 2: :k.[(k I : ali
n-1

Verfahren 1: y _ 1 X

n 2 n-1 Xn,l
Wir wollen die Konvergenz mit Hilfe der Technologie in zwei Schritten untersuchen.
Schritt 1: Experimentieren im Graphikfenster, finden einer Vermutung.
Schritt 2: Nutzen des Fixpunktsatzes, Beweis mit Hilfe von CAS.
Schritt 1: Experimentieren im Graphikfenster, finden einer Vermutung

Technologie bietet in der Regel zwei Darstellungsmdglichkeiten an:
®»  Time-Modus“: X, = f(n)

» , Web-Modus“: X, =0(Xp_1)
Der im ,,Web-Modus*“ entstehende Streckenzug visualisiert sehr gut die zwei Phasen der rekursiven Denktechnologie

— Auswerten und Riickkoppeln.
In der experimentellen Phase kénnen wir nattirlich nur konkrete Beispiele behandeln. Wir untersuchen die Konver-

genz flr Kﬁ mit k = 3,4,5.

Untersuchung von Verfahrenl

wiln) Untersuchung im ,,Time-Modus*:

!

, Fur k = 3 ist die Konvergenz offensichtlich.

ll Fur k = 4 kann man fiir n von 1 bis 20 noch keine

. gesicherten Schliisse ziehen. Man kann aber den Gra-

........ \..;,A* phen auch im Intervall [1500; 1520] untersuchen. Die
noch immer auftretende Oszillation lasst eine gesi-

1 7| - .
wlln)=-futler-1) o) cherte Vermutung beztiglich der Konvergenz nicht zu.

Abb. 28
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Bessere Informationen liefert die Darstellung im ,,Web-Modus*
uiln Untersuchung im ,,Web-Modus*:
Fur k = 3 lasst sich Konvergenz vermuten.

Fiur k = 4 zeigt sich ein ahnliches Bild. Vergroert man
allerdings den Bereich um einen mdglichen Grenzwert
durch ,,Zoomen®, wird die Konvergenz unwahrschein-
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Untersuchung von Verfahren 2

Sowohl fur k = 3 als auch fir k = 5 lasst sich Konvergenz vermuten
k=3 ,,Time-Modus* k=3 ,,Web-Modus*
n.!{n] ul’(u) I'. g ///
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k =5, Time-Modus* k=5, Web-Modus*
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Abb. 36 Abb. 37
Ergebnis der experimentellen Phase ist die Vermutung, dass Verfahren 1 nur fiir k = 3, nicht aber fur k = 4,5 konver-

giert, und dass Verfahren 2 fiir k = 3,4,5 konvergiert.

Didaktischer Kommentar:
Diese Aufgabe zeigt sehr schén die Mdoglichkeiten der Technologienutzung in der experimentellen Phase, ja man
kann sagen, so eine experimentelle Phase wird durch Technologie tberhaupt erst méglich. Geféhrlich wére es,
sich mit dieser Phase der anschaulichen Vermutungen zu begniigen. Dann wiirden wesentlicher Aspekte mathe-
matischer Denktechnologie fehlen. Die experimentelle Phase ist eine wirksame Vorbereitung, aber kein Ersatz

der exaktifizierenden Phase.
Schritt 2: Nutzen des Fixpunktsatzes, exakter Beweis der Konvergenz

Ein paar theoretische Voraussetzungen
Ist f:X—X eine Funktion und x, €X, so nennt man die durch x,.1:=f(x,) rekursiv definierte Folge Iterati-

&
onsfolge von f mit Startwert X,
@ Ein Punkt x* heifit Fixpunkt einer Funktion f, wenn f(x*) = x*, wenn also x* auf sich selbst abgebildet

wird.
@ Ein Fixpunkt x* heif}t anziehend, wenn es eine Umgebung U von x* gibt, so dass jede Iterationsfolge von
f mit einem Startwert X, in U (mit X¢#x*) gegen x* konvergiert. Ein Fixpunkt heifit abstof3end, wenn keine

derartige Iterationsfolge gegen x* konvergiert.
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& Fixpunktsatz: Es sei eine Funktion f im Fixpunkt x* differenzierbar. Dann ist der Fixpunkt x* anziehend
fur ‘f’(x*)‘ <1 und abstofRend fur ‘f'(x*)‘ >1 (Im Fall ‘f’(x*)‘ =1 kann keine allgemeingultige Aussage
gemacht warden.)

Als ersten Schritt kdnnen wir nun im Graphikfenster die Steigung der Tangente an die Funktion u, =f(u, ;) im
Fixpunkt u* ermitteln:

UI(”)’; ‘I\ ' J‘.Tlett
: \ el
i 355 \ — ||
i y=—0.5x+2.87 1
1 ul(n):i‘ (ul(nfl)Jr ! )
i : (w1(e-1)?
i T T ) | 1 u3(n-1)
Abb. 38 Abb. 39

Ergebnis fur das Verfahren 1:
& Fur die 3. Wurzel ist die Steigung -0.5 = nach dem Fixpunktsatz ergibt sich Konvergenz
@ Firdie 5. Wurzel ist die Steigung -1.5 = nach dem Fixpunktsatz ergibt sich Divergenz

Im zweiten Schritt kann man die Konvergenzuntersuchungen allgemein fur % durchfihren. Wir Ubersiedeln in das
CAS-Fenster:

Verfahren 1:

o]
2| k1
. \ Berechnung des Fixpunk-
1 a 1 . .
L e ey x tes als Ldsung der Glei-
\ X | x=a anda=0 Chung X*:f(X*)
frle): =) Ferig | 1 Ableitung
& filx) [x"—a-{k—u]-x""
(ﬂi ( R 11 1. Ableitung an der Fix-
K = = punktstelle
A ¥ —a-{H}.-[.n"
2
[ 1] -2) | Erst fur a>0 erhdlt man
D L; B einen brauchbaren Wert
fMa " |la=0
sulveﬂ_{k_ 2 cu—) O<k<¢| Dije  Betragsungleichung
2 wird vom CAS gelost
|

Abb. 40

Ergebnis: Der Betrag der 1. Ableitung an der Stelle des Fixpunktes ist kleiner 1 fir k = 1,2,3. Daher konvergiert die
Losungsfolge des rekursiven Verfahrens 1 nur fur k = 2 und k = 3. Fiir k = 4,5,... ist die Folge nicht
konvergent.
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Verfahren 2:

1 a Fertig
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Abb. 41

Ergebnis: Die Steigung der 1. Ableitung im Fixpunkt ist O fur a > 0 und k # 0. Daher ist die Losungsfolge des rekur-
siven Verfahrens 2 konvergent fir alle keN.

Eine schéne Aufgabe wére noch zu zeigen, dass dieses rekursive Verfahren 2 ein Ergebnis des Newtonschen Naher-
ungsverfahrens ist.

Zusammenfassung:
Ich habe dieses Thema auch deshalb gewéhlt, weil durch den ,,Grundkompetenzdruck® der neuen Reifepriifung in
Osterreich die Gefahr besteht, dass solche unverzichtbaren Inhalte aus dem Unterricht verschwinden. Auch der
unscharfe Begriff ,intuitiver Grenzwert“ trigt nicht zu einer mathematisch sauberen Behandlung dieses Lehr-
planinhalts bei. Ohne die Idee des Grenzwerts entzieht man aber der Analysis ihre fundamentale Idee.

Die Nutzung technologischer Werkzeuge inklusive CAS bietet die Chance, einerseits die Begriffsentwicklung zu
unterstiitzen und in einer exaktifizierenden Phase Vermutungen auch zu beweisen oder zumindest fir konkrete
Werte zu verifizieren.
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